Mit dem Rechner sicher
durch den
Zufall und die Daten

IN der Sekundarstufe II
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Gliederung

Daten und Zufall ®

1. Einstiegsbeispiel
2. Vorgeschichte: Bildungsstandards, wieso-weshalb-warum?
3. Kompetenzen — aber wie (mit/ohne Rechner)

(K1): Bewerten von Daten

(K2): Bivariate Daten — Elementarisierung und Masse
bewaltigen

(K3): (Un-)Abhangigkeit — Begriffsbildung/Experimente
(K4): (Binomial-)Verteilungen — Modell/Realitat

(K5): Simulation — (K6) Grol3e Zahlen

(K8): Testen — Modelle validieren/simulieren

(K7): Schatzen — Verfeinern von Modellen

4. Allgemeine Ideen

Andreas Eichler, [MBT Markus Vogel, Luckenwalde, 24.09.2011 “



Gliederung

Daten und Zufall
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2. Wieso —weshalb —warum

Daten und Zufall &

Beschluss fiur Bildungsstandards Sek. |l
Im Oktober 2007

Konstituierung der Kommissionen ftr
die Formulierung der Standards sowie
der Aufgabenentwicklung 2010 (IQB)

Entwurf flr eine Leitidee Daten und 5
ZUfa” ] GDM Vereins zur Férderung des schulischen

Stochastikunterrichts

Formulierung

TAT

Kritik, Erganzungen, ...
STATISTIK
Abgabe im April 2010
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Daten und Zufall 2. Wieso —weshalb —warum

- Leitidee Daten und Zufall (in beiden
; Sekundarstufen)

- Schilerinnen und Schiler sollen
i erfahren, dass

Fragen an alltdgliche empirische
Phadnomene gestellt und mit den
elementaren Methoden der
Sekundarstufen (und dem Rechner)
beantwort werden kdnnen

und: Ideen statt Algorithmen zahlen.

Andreas Eichler, [MB Markus Vogel, Luckenwalde, 24.09.2011 “



2. Wieso —weshalb —warum

Daten und Zufall &

Zeitgemales Modellieren mit der Binomialverteilung?

Produktion:

Bla bla bla bla bla bla bla bla bla bla bla bla bla bla bla bla
bla bla im Durchschnitt 2% bla bla bla bla bla bla bla bla
bla bla bla bla. Bla bla bla bla bla bla. Wie grof3 ist die
Wahrscheinlichkeit daftir, dass von den 20 bla bla bla bla
bla bla genau 3 bla bla bla bla bla bla ?*

Text: irrelevant

Sachsituation: irrelevant

Daten: irrelevant

Modell der Binomialverteilung, 3 Zahlen: relevant
Rechner: (eher) irrelevant
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(K1): Bewerten von Daten
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bewaltigen

(K3): (Un-)Abhangigkeit — Begriffsbildung/Experimente
(K4): (Binomial-)Verteilungen — Modell/Realitat

(K5): Simulation — (K6) Grol3e Zahlen

(K8): Testen — Modelle validieren/simulieren
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Daten und Zufall K1 — Realmodell

Schulerinnen und Schiler

(K1) planen exemplarisch zu fir sie bedeutsamen
Fragestellungen statistische Erhebungen.

Sie kennen notwendige Bedingungen fur die Anwendbarkeit von
Methoden der beurteilenden Statistik (Randomisierung,
Zufallsstichproben)

Sie kbnnen dieses Wissen in eigenen exemplarischen
Datenerhebungen (ein Experiment, eine Beobachtung, eine
Befragung) und ftr die Beurteilung fremder Datenerhebungen
umsetzen.
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Daten und Zufall K1 — Realmodell

Aufgaben Eigener Herd “=uw
1. Variieren von Ort, Zeit und schmeckt es zu Hause
Sache der Stichprobe Bl S R R
N o bereite Essen zu in Prozent
2. Prufen der Definition oAl
(Operationalisieru ng) mehrmals wochentlich 34,5
einmal wochentlich 5.0
3. Wie sollte man Personen
auswahlen?
(Reprasentativitat)

4. Wie viele Personen sollte
man auswahlen? (Schatzen)

Quetle: TaW Intermedia 200072001 von 100 Prozent Gesamtbevolkerung 2,1 Prozent 0. A

Andreas Eichler, [MBT Markus Vogel, Luckenwalde, 24.09.2011 <9 0\
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Daten und Zufall
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(K1): Bewerten von Daten
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bewaltigen
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(K4): (Binomial-)Verteilungen — Modell/Realitat

(K5): Simulation — (K6) Grol3e Zahlen

(K8): Testen — Modelle validieren/simulieren

(K7): Schatzen — Verfeinern von Modellen

4. Allgemeine Ideen
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Daten und Zufall ® K2 — Elementarisierung

Schulerinnen und Schiler

(K2) modellieren statistische Trends und

Zusammenhange zweier Merkmale mit Hilfe von
Funktionen.

Sie interpretieren die im Modell auftauchenden Parameter der
Funktion und kennen geeignete Methoden wie die

Residuenanalyse, um Abweichungen von Modell und Daten
ZU untersuchen.
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Daten und Zufall K2 — Elementarisierung

Aufgabe:

Untersucht Zusammenhange der
Eigenschaften von
Studierende/Schilerinnen

» lineare Abhangigkeit im
Modell, im Sachkontext, in der
Empirie

= |nterpretation von Residuen

» |dee vor Algorithmus

> At
(Komplexitat der Methoden) — Entfernung = 0,589Zeit - 4,2: 12 = 0,69

f(X) _ COV()Z ,Y) X+§— COV()Z ,Y) ;

X SX
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Daten und Zufall K2 — Elementarisierung

Aufgabe:

Untersucht Zusammenhange der
Eigenschaften von
Studierende/Schilerinnen

Nach dem handischen Arbeiten

» Elementarisierung
= Visualisierung

= |dee vor Algorithmus

]
=
(=
&

= Bewaltigung von Masse

Andreas Eichler, [MBT Markus Vogel, Luckenwalde, 24.09.2011 f‘



Gliederung

Daten und Zufall
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(K1): Bewerten von Daten

(K2): Bivariate Daten — Elementarisierung und Masse
bewaltigen

(K3): (Un-)Abhangigkeit — Begriffsbildung/Experimente
(K4): (Binomial-)Verteilungen — Modell/Realitat
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(K8): Testen — Modelle validieren/simulieren

(K7): Schatzen — Verfeinern von Modellen

4. Allgemeine Ideen
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K3 — Begriffsbildung

Daten und Zufall ®

Schulerinnen und Schiler

(K3) modellieren mehrstufige zufallige Vorgange.

Schulerinnen und Schiuler sollen

- Vorgangen, deren Teilvorgange stochastisch abhangig bzw.
stochastisch unabhangig sind, unterscheiden kénnen,

- bedingte Wahrscheinlichkeiten visualisieren kdnnen,

- den Satz von Bayes mit Hilfe einer Visualisierung wiedergeben,
erklaren und in relevanten Situationen anwenden kénnen.
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Daten und Zufall ®

K3 — Begriffsbildung

Uelzen:Gesundheitsamt rat von HIV-5Schnelltests ab

Pressemeldung wvom 24. Juni, 2009, 10:40 am

Aufgabe: HIV
=  Warum ist der Schnelltest
schlecht?
Basisrate Krank: P(K) = 0,001, P(?) = 0,999
Sensitivitat Wenn krank, dann Test+ (D): P(D|K) = 0,995;
P(D|K) = 0,005
Spezifitat Wenn gesund, dann Test+ (D): P(D|_K) =0,01;
P(DIK) = 0,99
= Kdnnte man nicht bei einem | //::\

positiven Ergebnis gleich noch | e e
einen machen?

Andreas Eichler, [MBT Markus Vogel, Luckenwalde, 24.09.2011 “



Daten und Zufall ®

K3 — Begriffsbildung

Augenzahl | 1

2

Modell fiir die Whirfel

3

Wahrscheinlichkeit :

I
]

1
&

= | IR

Wahrscheinlichkeit 0.05

Aufgabe:

0,1

0,35

P(N) =P(Q) =0,5
Es fallt die Augenzahl x

P(XIN) - P(N)

0.1

Die Spielleitung wahlt P(N|x) =
verdeckt den
normalen oder den
guaderformigen
Wiirfel aus.
Welcher ist es?

P(xIN) - P(N) + P(x|Q) - P(Q)

Verarbeiten der Information (x) und Anwendung
der Formel von Bayes fuhrt zu Neubewertung

Modell: Wiirfe des Wrfels sind unabhangig!

Andreas Eichler, [MBT Markus Vogel, Luckenwalde, 24.09.2011 “



K3 — Begriffsbildung

Daten und Zufall ®

Nach dem handischen Arbeiten

= Begriffe bilden
= LAsung und Struktur

=  Simultan: Experiment —
Ph&nomen — Auswertung

= Visualisierung

Andreas Eichler, [MBT Markus Vogel, Luckenwalde, 24.09.2011 “



Gliederung

Daten und Zufall

1. Einstiegsbeispiel
2. Vorgeschichte: Bildungsstandards, wieso-weshalb-warum?
3. Kompetenzen — aber wie (mit/ohne Rechner)

(K1): Bewerten von Daten

(K2): Bivariate Daten — Elementarisierung und Masse
bewaltigen

(K3): (Un-)Abhangigkeit — Begriffsbildung/Experimente
(K4): (Binomial-)Verteilungen — Modell/Realitat
(K5): Simulation — (K6) Grol3e Zahlen

(K8): Testen — Modelle validieren/simulieren

(K7): Schatzen — Verfeinern von Modellen

4. Allgemeine Ideen
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Daten und Zufall K4 — (Binomial-)Verteilungen

Schulerinnen und Schiler

(K4) modellieren zuféllige Vorgange mit Hilfe von
Wahrscheinlichkeitsverteilungen und ihrer
charakteristischen Kennzahlen.

Dabei beachten sie die Voraussetzungen, die bei der Modellierung
einer stochastischen Situationen mit einer spezifischen

Wahrscheinlichkeitsverteilung gegeben sein missen.

Sie beachten zudem den Zusammenhang zwischen den
Parametern der Binomialverteilung und der Form der Verteilung
sowie den charakteristischen Kenngrél3en.
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K4 — (Binomial-)Verteilungen

Aufgabe:
Untersucht die Inhalte
dieser Tuten.

[«

T
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rot, HT\ e
‘0 4 8 12 0 2 4 6 8

| aMittel ( ) =3 | aMittel ( ) =3

Empirische Welt der Daten

Modell:

In einer Packung sind durchschnittlich 18
Schokolinsen und im Durchschnitt je 3
Linsen einer Farbe

Hieb- und Stichaufgaben:

Wenn das Modell stimmt, wie grof3

ware dann die Wahrscheinlichkeit, in

einer Packung

e genau 3 rote Kugeln zu erhalten

* mindestens eine rote Kugel zu
erhalten

Simulation Informelle
00 Inferenz

0.25
IlZl,ZD

o Bei welcher An-

0.10 zahl roter Kugeln

008 sollte man an dem
2 e % Modell zweifeln

Anzahl_rot

Anzahl_rot

Relative Haufigkeit von

Modell-Welt der Zufalls

Andreas Eichler, |MBF Markus Vogel,

Luckenwalde, 24.09.2011 “



K4 — (Binomial-)Verteilungen

Daten und Zufall

Aufgaben:

Ermsareang o

= Durcharbeiten des Modells, grafisch .. gé'_gmﬂmlﬂmg_
wie algorithmisch ol AMM e e

] 3 i [ O 7 O O

= Modellierung in einer realistischen
Situation

= Was ware wenn: Prognose auf der
Basis eines Modells + Prufung (mit
neuen Daten; Arbeitsphase)

Nach dem handischen Arbeiten
= Visualisierung

= Rechenknecht

Andreas Eichler, [MBT Markus Vogel, Luckenwalde, 24.09.2011 f‘



Gliederung

Daten und Zufall

1. Einstiegsbeispiel
2. Vorgeschichte: Bildungsstandards, wieso-weshalb-warum?
3. Kompetenzen — aber wie (mit/ohne Rechner)

(K1): Bewerten von Daten

(K2): Bivariate Daten — Elementarisierung und Masse
bewaltigen

(K3): (Un-)Abhangigkeit — Begriffsbildung/Experimente
(K4): (Binomial-)Verteilungen — Modell/Realitat
(K5): Simulation — (K6) Grof3e Zahlen

(K8): Testen — Modelle validieren/simulieren

(K7): Schatzen — Verfeinern von Modellen

4. Allgemeine Ideen
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K6 — Simulation

Daten und Zufall ®

Schulerinnen und Schiler

(K5) nutzen Simulationen, um mit stochastischen
Situationen zu experimentieren und
Naherungsldsungen in komplexeren Situationen
ZU gewinnen.

Sie erstellen zu einer gegebenen einfachen Problemsituation ein
Simulationsmodell und fihren Simulationen mit dem Rechner aus.

il °
0.1654 o .
1 v N 16%
[ah]
S 0.150 , 2 120
g ® 5
O B £
T 0.1351 * 8%
1 |% 4%
0.120
0%

; T T T T T T T T T T T T T
0 1000 2000 3000 4000 5000 6000 0o 2 4 6 8 10 12 14 16 18
k_versuche
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K6 — Simulation

Daten und Zufall ®

Schulerinnen und Schiler

(K5) nutzen Simulationen, um mit stochastischen
Situationen zu experimentieren und
Naherungsldsungen in komplexeren Situationen
ZU gewinnen.

Sie erstellen zu einer gegebenen einfachen Problemsituation ein
Simulationsmodell und fihren Simulationen mit dem Rechner aus.

Nach dem handischen Simulieren
=  Simulation

= Begriffshbildung

Andreas Eichler, [MBT Markus Vogel, Luckenwalde, 24.09.2011 “



Gliederung

Daten und Zufall

1. Einstiegsbeispiel
2. Vorgeschichte: Bildungsstandards, wieso-weshalb-warum?
3. Kompetenzen — aber wie (mit/ohne Rechner)

(K1): Bewerten von Daten

(K2): Bivariate Daten — Elementarisierung und Masse
bewaltigen

(K3): (Un-)Abhangigkeit — Begriffsbildung/Experimente
(K4): (Binomial-)Verteilungen — Modell/Realitat
(K5): Simulation — (K6) Grol3e Zahlen

(K8): Testen — Modelle validieren/simulieren

(K7): Schatzen — Verfeinern von Modellen

4. Allgemeine Ideen
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K8 — Modelle testen

Daten und Zufall ®

Schulerinnen und Schiler

(K8) verwenden Methoden der beurteilenden Statistik
(insbesondere Konfidenzintervalle und in
Erweiterung auch Hypothesentests)

Fur Schilerinnen und Schiler soll das Verstandnis fir Grundideen
des Testens Vorrang haben gegenuber einer rein algorithmischen
und formalen Abarbeitung von Problemstellungen.

Als wesentliches Hilfsmittel flr das Vermitteln dieser Grundidee

dient die Simulation.

Andreas Eichler, [MBT Markus Vogel, Luckenwalde, 24.09.2011 “



Daten und Zufall K8 — Modelle testen

Aufgaben:

= |dee des Testens durch Simulation

Andreas Eichler, [M®BF Markus Vogel, Luckenwalde, 24.09.2011 “




K8 — Modelle testen

Daten und Zufall

Modell:

In einer Packung sind durchschnittlich 18
Schokolinsen und im Durchschnitt je 3
Linsen einer Farbe.

Mit p = 1/6 und n = 18 lasst sich die
Anzahl der (z.B.) roten Kugeln in einer
Tate simulieren...

Aufgabe:

Uberprifen Sie Ihr Modell .
zur Verteilung der M&M- ]
Kugeln 51
r5?120,{:—:
Exakt (Binomialverteilung): 0%
P(lSRSG)z0,942 e -0 1 2 3 4.5 6 7 8 9 10
... und damit ein Annahme bzw.
Approximation (Normalverteilung) Ablehnungebereich fiir das Modell
konstruieren:
777 h(1<R <6)~0,95

Nun 6ffne man die nachste Tute.

Andreas Eichler, [M®BF Markus Vogel, Luckenwalde, 24.09.2011 “




Daten und Zufall K8 — Modelle testen

Aufgaben:

=  Ausweiten der Idee auf Nicht-Schul-Standard-Tests
» Unabhangigkeitstest, Mittelwerttest, ...

Wohnverhalten an den Hochschulen in Minster und Freiburg

Vierfeldertafel (absolut)
PH LIni Summe

E 49 21 70 g 0,201
NE 169 239 408 > :
218 260 478 = 0,16/
1) (x2) ;é.j ]
hiy 1) hiy1[x2) L= 0,1 2
@ < ]
L 0,08
@
= ]
© 0.04 1
m 4
I | T T T T
-0,10 0,00 0.10
A
- . P(-0,14 < A<014) <0,05

A=h,,,(E|PH)-h,,(E |Uni) =014
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K8 — Modelle testen

Vierfeldertafel (absolut)
PH LIni Summe
49 21 70
169 239 408
218 260 478

By} By 1)

24%
= 18%-
[
2
e
& 12%

6%

0%-

=1 0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
hy2i) hoy2pez) rote

Vor Algorithmus Klaren der Idee
des Testens

=  Simulation

» Elementarisierung

Andreas Eichler, [M®BF Markus Vogel, Luckenwalde, 24.09.2011 “




Gliederung

Daten und Zufall

1. Einstiegsbeispiel
2. Vorgeschichte: Bildungsstandards, wieso-weshalb-warum?
3. Kompetenzen — aber wie (mit/ohne Rechner)

(K1): Bewerten von Daten

(K2): Bivariate Daten — Elementarisierung und Masse
bewaltigen

(K3): (Un-)Abhangigkeit — Begriffsbildung/Experimente
(K4): (Binomial-)Verteilungen — Modell/Realitat
(K5): Simulation — (K6) Grol3e Zahlen

(K8): Testen — Modelle validieren/simulieren

(K7): Schatzen — Verfeinern von Modellen

i Allgemeine ldeen
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K7 — Modellverfeinerung

Daten und Zufall ®

Schulerinnen und Schiler

(K7) verwenden Methoden der beurteilenden Statistik
(insbesondere Konfidenzintervalle und in
Erweiterung auch Hypothesentests)

Flr Schilerinnen und Schiler soll das Verstandnis fur Grundideen
des Schatzens Vorrang haben gegentber einer rein algorithmischen
und formalen Abarbeitung von Problemstellungen.

Als wesentliches Hilfsmittel flr das Vermitteln dieser Grundidee

dient die Simulation.

Andreas Eichler, [M®BF Markus Vogel, Luckenwalde, 24.09.2011 “




Daten und Zufall

K7 — Modellverfeinerung

e h(W)=P(W)=0,71 (PH Freiburg; 155
bei 218 erhobenen Studierenden)

e Sind das genau 71 %?

 Ware P(W) = 0,76 (offizielle Angabe)
auch moglich?
* Hieb- und Stichaufgabe

Anzahl w 0232 « Simulation oder Berechnung mit
o 100, N p=0,76 und n =218
0;

3007

|  Welches P(W) mit P(W) < 0,71 kbnnte

Anzahl_w_u200; . :
" 100] zum Stichprobenergebnis passen?

120 140 160 180 20C

Simulation_konfidenzintervall Histogramm £

Haufigkeit

155 =155

Andreas Eichler, [M®BF Markus Vogel, Luckenwalde, 24.09.2011 f‘




K8 — Modellverfeinerung

Daten und Zufall ®

Begriffsbildung Konfidenzintervall

= Die Augenzahl 6 hat die Wahrscheinlichkeit
von 1/6

=  Man wirft den Wirfel 1000 Mal, zahlt die Anzahl
der 6en und bildet das Konfidenzintervall
(Naherung, Sigma-Intervalle, exakt ...) zum
Niveau 95%

= Das Konfidenzintervall Gberdeckt den wahren
Parameter von 1/6 mit einer Wahrscheinlichkeit
von 95%" (?)

= 95% der so gebildeten Intervalle Gberdecken
den wahren Parameter von 1/6“ (?)

Andreas Eichler, [M®BF Markus Vogel, Luckenwalde, 24.09.2011 f‘




Daten und Zufall ®

K7 — Modellverfeinerung

Anteile in Bootstrap-Stichproben Histogramm | % )
140
g 120
> = 100
="
2= 80
T et
e & 60
3 <
=
e T In=T—
060 065 0,70 075 0,80
Anteil_W
MessgrofRen von Bootstra Histogramm| 3]
250
i < 200 H
PH-Uni
= 150
£
Wohnung 210
B
I

|

50

A

I

000 010 020 030

A

h (W)~ P(W)=0,71 (PH Freiburg; 155
bei 218 erhobenen Studierenden)

Simulation I, = [0,650;0,772]
Berechnung I, = [0,651;0,772]

Approximation (Normalverteilung)
|, =[0,651;0,771]

Bootstrap: Neues Ziehen einer n=218-
Stichprobe ohne Zuricklegen
|, =[0,651;0,771]

Erweiterung auf weitere
Konfidenzintervalle (z.B.
Abhangigkeit/Assoziation)
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Gliederung

Daten und Zufall

1. Einstiegsbeispiel
2. Vorgeschichte: Bildungsstandards, wieso-weshalb-warum?
3. Kompetenzen — aber wie (mit/ohne Rechner)

(K1): Bewerten von Daten

(K2): Bivariate Daten — Elementarisierung und Masse
bewaltigen

(K3): (Un-)Abhangigkeit — Begriffsbildung/Experimente
(K4): (Binomial-)Verteilungen — Modell/Realitat

(K5): Simulation — (K6) Grol3e Zahlen

(K8): Testen — Modelle validieren/simulieren

(K7): Schatzen — Verfeinern von Modellen

4. Allgemeine Ideen
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Daten und Zufall 4. Allgemeine ldeen

Die Leitidee Daten und Zufall in der Sek. Il kann zeigen,
dass

» reale Fragestellungen beantwortet nicht Algorithmen
abgearbeitet werden

= mit Daten und Zufall Modelle der Realitat gebildet
werden konnen,

= auf ldeen fokussiert wird,

= zu denen das Durcharbeiten eines Modells Mittel
zum Zweck ist,

» Realitat und Modell differenziert werden,
= Offenheit fir Erweiterungen bestent,

= aber auch Kilrzungsmoglichkeiten in  der
Behandlungstiefe bestehen.
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Daten und Zufall 4. Allgemeine ldeen

Wer sucht der findet

KB 4

Aufgaben zur realen Realitat
(Nachempflnden/Lernen)

Aufgaben zu konstrwerten realen Situationen
BUNDES (Lernen und Testen, offene Aufgaben)

LIGA

i ,

Konstruierte Situationen
(Uben/Testen von Aspekten des Modellierens)

Tt
IO"SZQES{;%dvaSS’OS‘SGO
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o

Daten und Zufall &

4. Allgemeine Ideen

Rechner und Leitidee Daten und Zufall

Rechner ersetzt nicht das Verstandnis,
aber hilft bel

» Bewaltigen grof3er Datenmengen
visuell gesteuerter Datenanalyse
Simulation

Unterscheidung Modell/Realitat

YV V V VY

Elementarisierung konventioneller
Methoden

Y

Erweiterung von Fragestellungen

Andreas Eichler, [MBT Markus Vogel, Luckenwalde, 24.09.2011 f‘


Vorführender
Präsentationsnotizen
bivariat:	Daten = Funktion + Residuen

	 univariat:	Daten = Lageparameter + Streuung






Daten und Zufall

- € % w0 www.leitideedatenundzufall.de = ¥

Leitidee Daten und Zufall

Leitides Mit den Bildungsstandards, welche die

Do IR A Kultusministerkonferenz im Jahr 2003
beschlossen hat, wurde die Leitides Daten und
Zufall verbindlicher Inhalt des
Mathematikunterrichts flr alle Bundeslander,
Im Unterschied zur internationalen
stochastikdidaktischen Diskussion nahm der
Datenaspekt im deutschen
Mathematikunterricht bis dahin gegenuber der
Wahrsche|ﬁl|chke|tsrec LNng nur eine

“Danke_fur die

Mathemahkuntemcht umgesetzt werden kann
und wie Statistik und
Wahrscheinlichkeitsrechnung zu der einen
Leitides Daten und Zufall verknlpft werden
kgnnen,

- Aufmerksamkeit

umterﬂchtsprakhsche Antworten zu geben und
so die Lehrenden im Bereich der Leitidee Daten
und Zufall an Schule und Hochschule zu
unterstitzen, Uns ist bewusst, dass wir damit

Informationen &
Material

Andreas Eichler, [MBT Markus Vogel, Luckenwalde, 24.09.2011 “
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