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Aufgabe: HIV

Warum ist der Schnelltest 
schlecht?

Könnte man nicht bei einem 
positiven Ergebnis gleich noch 
einen machen? 

Wenn gesund, dann Test+ (D): P(D|K) = 0,01; 
P(D|K) = 0,99

Spezifität

Wenn krank, dann Test+ (D): P(D|K) = 0,995; 
P(D|K) = 0,005

Sensitivität
Krank: P(K) = 0,001, P(K) = 0,999Basisrate

8. Bedingte W.
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1.000.000 (Patienten)

D: 995 D: 5

P(D|K)=0,995

P(D|K)=0,005

D: 9990 D: 989010

P(D|K)=0,99

P(D|K)=0,01

Der Anteil der kranken unter 
den positiv getesteten Patienten 
beträgt 9,1 Prozent

P(K|D) = 995 
995 + 9990

≈ 0,091

K: 1000 K: 999.000

P(K)=0,001 P(K)=0,999

HIV
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Das Einheitsquadrat:

P(K) = 0,001 P(K) = 0,999Basisrate:

Se
ns

iti
vi

tä
t P(D|K) = 0,995

P(D|K) = 0,005

Spezifität

P(D|K) = 0,01

P(D|K) = 0,99

P(K|D) =
P(K) · P(D|K)

P(K) · P(D|K) P(K) · P(D|K)+

HIV



Daten und Zufall

Andreas Eichler, IMBF Klagenfurt, 10-11.02.2012

97,19,19,10,01D/Ö

41,2

47,4

52,4

52,4

58,5

83,9

94,0

96,4

97,0

97,6

98,3

STest

98,541,10,7Brasilien

98,847,30,9Indien

99,052,41,1Russland

99,052,41,1Estland 

99,258,41,4Ukraine

99,883,85Kongo

99,993,913,5Zentral-Afrika

99,996,421,5Süd Afrika

99,996,924,6Simbabwe

99,997,529Lesotho

99,998,337,3Botswana

WesternblotElisaBasisrate in %Land

HIV-Basisraten



Daten und Zufall

Andreas Eichler, IMBF Klagenfurt, 10-11.02.2012

Aufgabe: 

Die Spielleitung wählt 
verdeckt den 
normalen oder den 
quaderförmigen 
Würfel aus.
Welcher ist es?

Es fällt die Augenzahl x

Verarbeiten der Information (x) und Anwendung 
der Formel von Bayes führt zu Neubewertung

P(N) = P(Q) = 0,5

P(N|x) = P(x|N) · P(N)
P(x|N) · P(N) + P(x|Q) · P(Q)
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Reflexion a: Kompetenzen

Modellieren (un-)abhängiger Vorgänge

Visualisieren von Sequenz (Baum) und 
Struktur (Einheitsquadrat)

Reflexion b: Modellierung

Wahrschein-
lichkeit

Antwort

Kontext

Test-
Eigenschaften

Basisrate

Satz von 
Bayes
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Reflexion c: Statistisches Denken

Mentale Modelle:

Baum als Hilfe zum mentalen 
Simulieren (Funktion)

Einheitsquadrat als Hilfe zum 
Durchdringen der Struktur

Phänomen der Diagnose seltener 
Ereignisse
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Reflexion f: Fehlvorstellungen

1) In einer Urne sind zwei weiße und zwei schwarze Kugeln. Es werden 
nacheinander zwei Kugeln ohne Zurücklegen gezogen.

Wie groß ist die Wahrscheinlichkeit dafür, dass im zweiten Zug eine 
weiße Kugel gezogen wird, wenn der erste Zug weiß war?
Wie groß ist die Wahrscheinlichkeit dafür, dass im ersten Zug eine weiße 
Kugel gezogen wurde, wenn der zweite Zug weiß ist? 

Kahneman (2011)
Bea (1995)

Scholz (1987)

W: 150 S: 150

300

W: 50 S: 100 W: 100 S: 50

3
1

150
50)|( 12 ==WWP
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Reflexion f: Fehlvorstellungen

1) In einer Urne sind zwei weiße und zwei schwarze Kugeln. Es werden 
nacheinander zwei Kugeln ohne Zurücklegen gezogen.

Wie groß ist die Wahrscheinlichkeit dafür, dass im zweiten Zug eine 
weiße Kugel gezogen wird, wenn der erste Zug weiß war?
Wie groß ist die Wahrscheinlichkeit dafür, dass im ersten Zug eine weiße 
Kugel gezogen wurde, wenn der zweite Zug weiß ist? 

Kahneman (2011)
Bea (1995)

Scholz (1987)
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Reflexion f: Fehlvorstellungen

1) In einer Urne sind zwei weiße und zwei schwarze Kugeln. Es werden 
nacheinander zwei Kugeln ohne Zurücklegen gezogen.

Wie groß ist die Wahrscheinlichkeit dafür, dass im zweiten Zug eine 
weiße Kugel gezogen wird, wenn der erste Zug weiß war?
Wie groß ist die Wahrscheinlichkeit dafür, dass im ersten Zug eine weiße 
Kugel gezogen wurde, wenn der zweite Zug weiß ist? 

Kahneman (2011)
Bea (1995)

Scholz (1987)
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Reflexion f: Fehlvorstellungen

2) Ein Taxi war an einem nächtlichen Verkehrsunfall mit Fahrerflucht beteiligt. In der 
Stadt, in der der Unfall passierte, gibt es zwei Taxiunternehmen: eines mit blauen und 
eines mit grünen Fahrzeugen. Es ist bekannt, dass 85% der Taxis blau und 15 % grün 
sind. Ein Unfallzeuge sagt aus, das Taxi sei grün gewesen. Das Gericht lässt die 
Fähigkeit des Zeugen untersuchen, die Farben unter vergleichbaren Sichtverhältnissen 
richtig zu erkennen. In einer Versuchsreihe, bei der die Taxis jeweils zur Hälfte grün 
bzw. blau sind, macht der Zeuge bei jeder Farbe in 80% der Fälle richtige 
Bestimmungen und irrt sich bei jeder Farbe in 20% der Fälle.
Wie groß ist die Wahrscheinlichkeit, dass es sich bei dem Umfall um ein grünes Taxi 
gehandelt hat? 
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200

zG: 24 zB: 6 zG: 34 S: 136
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Reflexion f: Fehlvorstellungen

2) Ein Taxi war an einem nächtlichen Verkehrsunfall mit Fahrerflucht beteiligt. In der 
Stadt, in der der Unfall passierte, gibt es zwei Taxiunternehmen: eines mit blauen und 
eines mit grünen Fahrzeugen. Es ist bekannt, dass 85% der Taxis blau und 15 % grün 
sind. Ein Unfallzeuge sagt aus, das Taxi sei grün gewesen. Das Gericht lässt die 
Fähigkeit des Zeugen untersuchen, die Farben unter vergleichbaren Sichtverhältnissen 
richtig zu erkennen. In einer Versuchsreihe, bei der die Taxis jeweils zur Hälfte grün 
bzw. blau sind, macht der Zeuge bei jeder Farbe in 80% der Fälle richtige 
Bestimmungen und irrt sich bei jeder Farbe in 20% der Fälle.
Wie groß ist die Wahrscheinlichkeit, dass es sich bei dem Umfall um ein grünes Taxi 
gehandelt hat? 
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Reflexion f: Fehlvorstellungen

1) Von einer Familie wissen Sie, dass sie zwei Kinder hat. Ihre Frage, ob 
unter den Kindern (mindestens) ein Mädchen ist, wird von den Eltern bejaht.
Wie groß ist dann die Wahrscheinlichkeit, dass beide Kinder Mädchen sind? 
(Die Wahrscheinlichkeit für eine Mädchengeburt sei 50%) 

M: 50 J: 50

100

M: 25 J: 25 M: 25 J: 25
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Reflexion f: Fehlvorstellungen

4) An einer repräsentativen Stichprobe von Männern aller Alters- und 
Berufsgruppen aus Baden-Württemberg wurden Daten über den 
Gesundheitszustand ermittelt. Herr F., der an dieser Untersuchung teilnahm, 
wurde zufällig aus der Liste der Teilnehmer ausgewählt.

Welches der beiden folgenden Ereignisse ist wahrscheinlicher?
Herr F. hatte einen oder mehrere Herzinfarkte.
Herr F. hatte einen oder mehrere Herzinfarkte und ist älter als 55 
Jahre.
Beide Ereignisse sind gleichwahrscheinlich.

)()55( HPHP ≤∩
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Reflexion f: Fehlvorstellungen

5) In einer Spielshow besteht die letzte Runde darin, dass der Endteilnehmer 
eine von drei Türen wählen kann. Hinter einer Tür ist der Hauptgewinn (ein 
Auto), hinter zwei anderen eine Niete (der Zorg). Nachdem der Teilnehmer 
eine Tür gewählt hat, öffnet der Showmaster die eine der beiden nicht 
gewählten Türen und zwar die, hinter der sich eine Niete befindet. Er fragt 
den Teilnehmer, ob er nun noch einmal die Tür wechseln möchte (und zwar 
zu der noch verschlossenen) oder ob er stehen bleiben möchte. 
Wie soll der Teilnehmer entscheiden?
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8. Elementarisierung
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8. Elementarisierung

Gibt es einen 
Zusammenhang 
zwischen Zeit und 
Entfernung?

Der Standardweg

1. Punktwolke/Daten
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8. Elementarisierung

Gibt es einen 
Zusammenhang 
zwischen Zeit und 
Entfernung?

Der Standardweg

2. Regressiongerade

(Methode der kleinsten 
Quadrate)

x
s
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s
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8. Elementarisierung

Gibt es einen 
Zusammenhang 
zwischen Zeit und 
Entfernung?

Der Standardweg

3. Korrelation

(Bravais und Pearson)
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8. Elementarisierung

Gibt es einen 
Zusammenhang 
zwischen Zeit und 
Entfernung?

Eine Alternative

1. Clusterung

Informeller 
Verteilungsvergleich

Frage beantwortet.
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8. Elementarisierung

Gibt es einen 
Zusammenhang 
zwischen Zeit und 
Entfernung?

Eine Alternative

2. Gerade nach Augenmaß

Einfaches Modell, gleiche 
Interpretation
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8. Elementarisierung

Gibt es einen 
Zusammenhang 
zwischen Zeit und 
Entfernung?

Eine Alternative

3. Elementare Korrelation

Einfaches Modell, gleiche 
Interpretation
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8. Elementarisierung

Elementarisierung

- Versuch, an den Fragen 
orientiert zu bleiben.

- Spätere Systematisierung

- Verwendung des 
Rechners

- Visualisierung, bzw. 
visuell gestützte 
Datenanalyse
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8. Elementarisierung

Reflexion c: Stat. Denken

- Variabilität

- Muster

- Daten = Muster + Residuen

= +
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Kollektion 1
Werte

-0,88888889
-0,98480775
-0,98849804

S1 = 
0,5 8,5−

9

S2 = 
0,5
9

0,5−( ) π( )sin

S3 = Abi Zeit;( )Korrelation

8. Korrelation
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Regressionsgerade:

y = -18,7 x + 49

8. Korrelation
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Mathematische Korrelationen 
können sich im Sachkontext als 
Scheinkorrelationen erweisen!

8. Korrelation
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8. Lageparameter
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Übertragung auf eine fiktive Situation:
Gegeben ist das Gehaltsgefüge in einer fiktiven Firma:

3350000----1561Summe
100000010000001Firmenbesitzer
1000001000010Management
250000500050Arbeitsgrippenleiter
10000002000500Arbeiter gehob. Pos.
100000010001000Arbeiter

Gruppengehalt (€)Durchschnittsgehalt ( €)AnzahlBezeichnung

Argumentiere mit Hilfe von Median und arithmetischem Mittel aus Sicht des 
Arbeiters und aus der Sicht des Firmenbesitzers, warum das Gehalt nicht 
ausreichend bzw. angemessen ist!
Argumentiere mit Hilfe von Median und arithmetischem Mittel aus Sicht der 
Gewerkschaft und des Arbeitgeberverbandes, warum das Gehalt des Arbeiters 
nicht ausreichend bzw. angemessen ist!

8. Lageparameter
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Übertragung auf eine fiktive Situation:
Gegeben ist das Gehaltsgefüge in einer fiktiven Firma:

3350000----1561Summe
100000010000001Firmenbesitzer
1000001000010Management
250000500050Arbeitsgrippenleiter
10000002000500Arbeiter gehob. Pos.
100000010001000Arbeiter

Gruppengehalt (€)Durchschnittsgehalt ( €)AnzahlBezeichnung

Arbeiter: Im Mittel verdient man hier 2150 Euro. Ich möchte auch mehr.
Firmenbesitzer: Mehr als 50% in diesem Betrieb verdienen auch nicht 
mehr als Du, also was willst Du? (Median)
Gewerkschaft: Über 50% in diesem Betrieb müssen mit kärglichen 1000 
Euro pro Monat auskommen. Das ist zu wenig! (Median)
Arbeitgeberverband: Das Gehaltsniveau in diesem Betrieb ist mit 28.000 
Euro im Jahr doch sogar besser als in manch anderen Firmen!

8. Lageparameter
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Ärztevertreter hatten 
beklagt, rund 30.000 

Praxen [von rund 120.000] 
müssten mit einem 

Nettoeinkommen von 1600 
bis 2000 Euro auskommen 

„Wenn jeder der Ärzte das 
Festgehalt eines 

Universitätsprofessors 
bekäme, käme es die 

gesetzliche Krankenkassen 
immer noch billiger“

Schon heute verdiene ein 
niedergelassener 
Allgemeinarzt in 

Westdeutschland rund 
82.000 Euro im Jahr

Aufgabe:
Bildet Euch eine 
eigene Meinung 
darüber, ob die 
niedergelassenen 
Ärzte zu viel oder 
zuwenig verdienen.

8. Lageparameter
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Ärztevertreter hatten 
beklagt, rund 30.000 

Praxen [von rund 120.000] 
müssten mit einem 

Nettoeinkommen von 1600 
bis 2000 Euro auskommen 

„Wenn jeder der Ärzte 
das Festgehalt eines 

Universitätsprofessors 
bekäme, käme es die 

gesetzliche 
Krankenkassen immer 

noch billiger“

Schon heute verdiene 
ein niedergelassener 

Allgemeinarzt in 
Westdeutschland rund 
82.000 Euro im Jahr

Gewerkschaft (Ärzte): Über 25% (50%) in diesem Land (Betrieb) müssen 
mit kärglichen 1600 Euro pro Monat auskommen. Das ist zu wenig!
Arbeitgeberverband (Staat): Das Gehaltsniveau in diesem Staat ist mit 
82.000 Euro im Jahr doch sogar besser als in manch anderen Bereichen 
(Firmen) wie etwa den Universitätsprofessuren!

8. Lageparameter
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Daten

(der kassenärztlichen Bundes-
vereinigung zum Verdienst 

niedergelassener Ärzte)

Ansatz zur Datenanalyse

(Reduktion auf einen charakteristi-
schen Wert:  arithmetisches Mittel 

oder Quartil

Ergebnis der Datenanalyse
„Ärzte verdienen im Schnitt mehr als 

Professoren“ (82.000 Euro/Jahr)
„30000 Praxen mit nur 1.600 – 2000 

Euro/Monat)

Reflexion b: Modellierung
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Daten

Modell der 
Datenanalyse

Ergebnis der Datenanalyse
(Muster, Gesetz?)

Reflexion b: Modellierung



Daten und Zufall

Andreas Eichler, IMBF Klagenfurt, 10-11.02.2012

Reflexion e): Begriffe
• Begriffsbildung: Unterschied Median – arithmetisches Mittel

8. Lageparameter
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Daten und Zufall

Andreas Eichler, IMBF Klagenfurt, 10-11.02.2012

Reflexion e): Begriffe
• Begriffsbildung: Unterschied Median – arithmetisches Mittel
• Begriffsbildung: Schiefe Verteilungen

(Ziel: Rekonstruktion öffentlicher Argumentation)

8. Lageparameter
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Unterschied Median – arithmetisches Mittel, Verteilungsform

I. Linkssteil (rechtsschief): 
II. Symmetrisch:
III. Rechtssteil (linksschief): 

5,0xx >

5,0xx =

5,0xx <
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Unterschied Median – arithmetisches Mittel, Verteilungsform

I. Linkssteil (rechtsschief): 
Soziale Daten, Besitz von …

Ärztevertreter hatten 
beklagt, rund 30.000 

Praxen [von rund 120.000] 
müssten mit einem 

Nettoeinkommen von 1600 
bis 2000 Euro auskommen 

„Wenn jeder der Ärzte 
das Festgehalt eines 

Universitätsprofessors 
bekäme, käme es die 

gesetzliche 
Krankenkassen immer 

noch billiger“

Schon heute verdiene 
ein niedergelassener 

Allgemeinarzt in 
Westdeutschland rund 
82.000 Euro im Jahr
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Unterschied Median – arithmetisches Mittel, Verteilungsform

II. Symmetrisch: 
Natürliche Daten, Anzahl der Haare, Körpergrößen, …

III. Rechtssteil (linksschief): selten
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Der schöne Schein - Manipulationen:

• beide Grafiken basieren auf dem 
gleichen Datensatz. Was ist passiert?
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Der schöne Schein - Manipulationen:
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Der schöne Schein - Manipulationen:
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Arbeitslose

Opposition Regierung

Der schöne Schein - Manipulationen:
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8. Wahrscheinlichkeit
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S2

S1

654321

S2

S1

654321

Wie, warum?
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Theorie —› Empirie

• Symmetrie ergibt die 
Schätzung

• Wahrscheinlichkeit 
ist die Prognose 
zukünftiger relativer 
Häufigkeiten

Empirie —› Theorie

• Vielfache Versuche 
ergeben Schätzung 
(empirisches Gesetz der 
großen Zahlen

• Setzung der Wahrschein-
lichkeit ist eine Prognose 
zukünftiger relativer 
Häufigkeiten
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Relative Häufigkeiten

Blick in die 
Vergangenheit

Empirische Welt der 
Daten

Wahrscheinlichkeiten

Blick in die Zukunft           
k

Modell-Welt des 
Zufallsll

Jetzt
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Mögliche Schrittfolge:

1) Laplace-Würfel theoretisch

2) Wahrscheinlichkeiten als Vorhersage von Häufigkeiten

3) Empirisches Gesetz der großen Zahlen

4) Schätzen der Wahrscheinlichkeiten für den 
Quaderwürfel aus relativen Häufigkeiten

1) Variabilität und Muster ist bekannt

2) Quaderwürfel als empirischer Zugang

3) Laplace-Würfel als Sonderform
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8. Wahrscheinlichkeit
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Zahlennarren mit Narrenzahlen
Wie man im Lotto gewinnt oder warum auch 

der Hauptgewinn unglücklich macht –
Absurdes, Wahres und Unwahres aus der Welt 

des Glücksspiels
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http://www.6richtige.at/Default.htm
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Ausfüllen eines Tippscheins: 6 Zahlen von 1 bis 49

Preis pro Spiel (heute): 0,75 €

Ziehung von 6 Gewinnzahlen (einer Zusatzzahl und 
einer Superzahl von 0-9), jeden Mittwoch und Samstag

Gewinn ab 3 Richtigen Zahlen

Hauptgewinn: 6 Richtige / 6 Richtige und Superzahl
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Wie gewinnt man im Lotto?

… gar nicht!

Warum?

14 Millionen verschiedene Kombinationen von 
Gewinnzahlen für 6 Richtige

140 Millionen verschiedene Kombinationen von 
Gewinnzahlen für 6 Richtige mit Superzahl23,25 mm

… …
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Wie gewinnt man im Lotto? … gar nicht!

14 Millionen Euromünzen 
ergeben eine Euroschlange von 
Freiburg nach München

Erwischen Sie die rot 
angemalte auf diesem Weg!!!

Das ist der „Sechser“
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140 Millionen Euromünzen 
ergeben eine Euroschlange von 
Klagenfurt nach Tromso
(Norwegen)

Erwischen Sie die rot 
angemalte auf diesem Weg!!!

Das ist der „Sechser“ mit 
Superzahl

Wie gewinnt man im Lotto? … gar nicht!
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Österreich: für den Sechser 
eine Schlange von Klagenfurt 
nach Salzburg 

Erwischen Sie die rot 
angemalte auf diesem Weg!!!

Das ist der „Sechser“

Wie gewinnt man im Lotto? … gar nicht!
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Tippen auf eine Gewinnsekunde

„Sechser“: richtige Sekunde von

jetzt bis zum Ende Juni 
2012

„Sechser“ mit Superzahl: richtige 
Sekunde von

jetzt bis zum Mitte Juli 
2016

Österreich: jetzt bis Mitte April

Wie gewinnt man im Lotto? … gar nicht!
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Wie gewinnt man vielleicht doch im Lotto?
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Gewinnt denn niemand im Lotto?

… doch, der Staat. Bei jeder Ausspielung 50 % der 
Einzahlungen!

Z.B. Samstag, 8.12.2001:

80.717.568 Euro Einsatz
Gewinn des Staats: ca.     

40.000.000 Euro
bei ca. 110.000.000 

Tipps
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Gewinnt denn niemand im Lotto?

Anzahl der Tipps (a 0,75€)

Z.B. 29.05.2004:

ca. 110.000.000 Tipps

Darum gewinnt doch 
jemand!
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Wie gewinnt man vielleicht doch im Lotto?
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Wie gewinnt man vielleicht doch im Lotto?

Was wäre, wenn das gestimmt hätte und der richtige Tipp 
damit öffentlich gewesen wäre?

25, 33, 39, 41, 48, 49 2 Treffer, 0 Euro
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Was, wenn man im Lotto gewinnt?

Der „gute“ Jubel zum Alleingewinn

Der „schlechte“ Jubel im Rudel

10 % der Gewinnausschüttung für Sechser mit Superzahl: ca. 4 Mio. €

8 % der Gewinnausschüttung für den Sechser: ca. 3,2 Mio €

(egal wie viele gewinnen!)
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Narrenzahlen im Lotto

x x xx x x x

x

x

x

x

x x x
xx

x x

x

x

x x x

x

Geburtstagszahlen

Die Gewinnzahlen vergangener Wochenenden („magisch“) 

Die Gewinnzahlen aus den Niederlanden (auch magisch)

Jedes (!) Muster
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x xx

x

03.05.2003

16 Sechser 
(mit SZ)

117 Sechser

(27.000 €)

23.01.1988

222 Sechser

(42.000 €)

04.10.1997

10 Sechser 
(mit SZ)

124 Sechser

(53.000 €)

Narrenzahlen im Lotto

x
x

x
x

x
x

26.11.2011

9 Sechser 
(mit SZ)

69 Sechser

(30.000 €)
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Narrenzahlen im Lotto

x

x

xx

x
x

x

15.02.2003

11 Sechser 
(mit)

69 Sechser

(45.000 €)

25141 Fünfer 
mit ZZ; 201 €

Was wWas wääre, wenn statt der 4 die 36 als re, wenn statt der 4 die 36 als 
regulregulääre Zahl erschienen wre Zahl erschienen wääre?re?

ca. 2500 Sechser mit Superzahl und ca. 2500 Sechser mit Superzahl und 
einer Quote von ca. 2150 Euroeiner Quote von ca. 2150 Euro

ca. 22.500 Sechser ohne Superzahl ca. 22.500 Sechser ohne Superzahl 
und einer Quote von ca. 140 Euround einer Quote von ca. 140 Euro
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Rationalität im Lotto

Heiningen bei Wolfenbüttel (Niedersachsen)

14er-Systemtipp zur Sanierung (!) der 
Ortsfinanzen

Anzahl der Tipps: 3003

Kosten: 2252,25 €

Ausbeute: 2 Zweier, 0 €
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Und wer gewinnt nun?
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