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Vielfältige Anknüpfungsmöglichkeiten in der Schule:

„Stochastik sollte ein mathematisches 
Gebiet sein, bei dem freies Denken und 
Mathematisieren im Vordergrund steht. 
[…] Stochastik kann eine der schönsten 
Gelegenheiten sein, Schüler erfahren zu 
lassen, wie man mathematisiert,
[…] Möglichst früh beginnend und 
möglichst oft sollte die „Kunst, geeignete 
stochastische Modelle herzustellen“ und 
verschiedene Modelle wertend zu 
vergleichen, geübt werden.
(Hans-Wolfgang Henn)

Einführung

Markus Vogel, Heidelberg & Andreas Eichler, Freiburg Tübingen, 12.01.2012

1. Einführung

2. Wieso, weshalb, warum

3. Daten und Zufall? Grundsätzliches und Konkretes

4. Aufgaben - Prozessbezogene Kompetenzen

• Modellieren

• Simulieren und Experimentieren

• Visualisieren und Rechnen

5. Ideen hinter den Aufgaben

6. Kooperationen

Gliederung
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KMK - Leitidee Daten und Zufall (Sek. I): S. u. S.
• werten graphische Darstellungen und Tabellen von statistischen

Erhebungen aus
• planen statistische Erhebungen entsprechend der zu untersuchenden

Fragestellung
• sammeln systematisch Daten, erfassen sie in Tabellen und stellen sie

graphisch dar, auch unter Verwendung geeigneter Hilfsmittel (wie
Software)

• interpretieren Daten unter Verwendung von Kenngrößen reflektieren und
bewerten Argumente, die auf einer Datenanalyse basieren

• beschreiben Zufallserscheinungen in alltäglichen Situationen
• bestimmen Wahrscheinlichkeiten bei Zufallsexperimenten

Die Leitidee Daten und Zufall kann prozessbezogene Kompetenzen fördern

• Modellieren

• Simulieren und Experimentieren

• Visualisieren und Rechnen

Wieso – weshalb – warum

Markus Vogel, Heidelberg & Andreas Eichler, Freiburg Tübingen, 12.01.2012

Beschluss für Bildungsstandards Sek. II im 
Oktober 2007

Konstituierung der Kommissionen für die 
Formulierung der Standards sowie der 
Aufgabenentwicklung 2010 (IQB)

Entwurf für eine Leitidee Daten und Zufall

• Formulierung

• Kritik, Ergänzungen, …

• Abgabe im April 2010

• …

Wieso – weshalb – warum
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Daten und Zufall in der Sek. I:

- Elementare Datenerhebung

- Deskriptive statistische Modelle

- Erster Übergang von Daten zum Zufall

- Rein deskriptive Interpretation von Modellen zufälliger 
Vorgänge

Daten und Zufall in der Sek. II:

- Vertiefung der Datenerhebung

- komplexere (bivariate) statistische Modelle

- Vertiefung der Analyse von Modellen des Zufalls

- Vertiefung von Interpretation von Modellen zufälliger 
Vorgänge

Wieso – weshalb – warum

Markus Vogel, Heidelberg & Andreas Eichler, Freiburg Tübingen, 12.01.2012

1. Einstiegsbeispiel

2. Wieso, weshalb, warum

3. Daten und Zufall? Grundsätzliches und Konkretes

4. Aufgaben - Prozessbezogene Kompetenzen

• Modellieren

• Simulieren und Experimentieren

• Visualisieren und Rechnen

5. Ideen hinter den Aufgaben

6. Kooperationen

Gliederung
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oder vielleicht:

Daten und Zufall

Schülerformulierungen bzw. Schülersichtweisen

Markus Vogel, Heidelberg & Andreas Eichler, Freiburg Tübingen, 12.01.2012

Ein gleichbleibend aktuelles Problem:

„Statistik ohne Wahrscheinlichkeitsrechnung ist blind […], 
Wahrscheinlichkeitsrechnung ohne Statistik ist leer […].“

(Schupp 1982, S. 210)

„daß in den meisten […] Mathematikwerke[n] statistische und 
wahrscheinlichkeitstheoretische Passagen nahezu beziehungslos 

[…] hintereinander gesetzt sind.“ 
(Schupp, 1982, S. 214 mit Bezug auf Steinbring/Strässer 1981)

Daten und Zufall
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Mit Wahrscheinlichkeiten
arbeiten (lernen) 

Durch die „Würfelbude“ hindurch gehen:

Deskriptive Aussagen

Empirische Daten
(Rückblick)

Prognostische Aussagen

Erwartung an empirische 
Daten (Ausblick)
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Daten und Zufall

Markus Vogel, Heidelberg & Andreas Eichler, Freiburg Tübingen, 12.01.2012

Mit Wahrscheinlichkeiten
arbeiten (lernen) 

Durch die „Würfelbude“ hindurch gehen:

Deskriptive Aussagen

Empirische Daten
(Rückblick)

Prognostische Aussagen

Erwartung an empirische 
Daten (Zukunft)
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Daten und Zufall
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Mit Wahrscheinlichkeiten
arbeiten (lernen) 

Deskriptive Aussagen

Empirische Daten
(Vergangenheit)

Prognostische Aussagen

Erwartung an empirische 
Daten (Zukunft)
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Daten und Zufall

Markus Vogel, Heidelberg & Andreas Eichler, Freiburg Tübingen, 12.01.2012

Mit Wahrscheinlichkeiten
arbeiten (lernen) 

Durch die „Würfelbude“ hindurch gehen,
um Rückblick und Ausblick verknüpfen zu können

Deskriptive Aussagen

Empirische Daten
(Rückblick)

Prognostische Aussagen

Erwartung an empirische 
Daten (Ausblick)
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Daten und Zufall
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Durch die „Würfelbude“ hindurch gehen,
um Rückblick und Ausblick verknüpfen zu können

Rückblick und Bestandsaufnahme: 

Die Datenanalyse umfasst die 
Beschreibung eines Ist-Zustands 

eines Realitätsausschnitts, der sich in 
den Daten widerspiegelt (z. B. Daten 

einer Wahlumfrage). 

Metapher für SuS:
„Blick in den Teller und seinen 

Füllvorgang“ 

Ausblick und Verallgemeinerung: 

Die Wahrscheinlichkeitsanalyse 
umfasst Fragen nach einem künftigen 

oder generellen Zustand, den ein 
Realitätsausschnitt vermittelt (z. B. 
Schluss von der Stichprobe einer 

Wahlumfrage auf das zu erwartende 
Wahlergebnis). 

Metapher für SuS:
„Blick über den Tellerrand hinaus“ (auf 

der Basis des Inhalts und des 
Füllvorgangs)

Daten und Zufall

Markus Vogel, Heidelberg & Andreas Eichler, Freiburg Tübingen, 12.01.2012

Exemplarische Beispiele zur Verknüpfung von Daten und Zufall
Beobachtung (B) – Experiment (E) – Umfrage (U)

Rückblick und Bestandsaufnahme: Ausblick und Verallgemeinerung: 

h(W) » P(W) = 0,71 
(155 bei 218 erhobenen 
Studierenden)

� ������� 	 � �
����� 
 ���� ?

?

?

(B)

(E)

(U)

Daten und Zufall
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Ordnen Darstellen

Abstrahieren Verallgemeinern 

• Erhebung (Beobachtung) planen
• Daten grafisch darstellen
• Mittelwerte 
• Einfluss der Stichprobengröße
• …

Daten und Zufall

Markus Vogel, Heidelberg & Andreas Eichler, Freiburg Tübingen, 12.01.2012

Modellannahmen: 
In einer Packung sind durchschnittlich 30 
Schokolinsen und im Durchschnitt je 5 Linsen 
einer Farbe. Eine Tüte ist hinsichtlich der 
Farbverteilung unabhängig gefüllt.

Aufgabe: 

Stellt anhand der Untersuchung einiger 
Schokolinsen-Packungen eine Prognose über 
die Häufigkeit der einzelnen Farben 
– insbesondere der roten Linsen – auf und 
überprüft Eure Prognose.

(Übergang zum Zufall)

Daten und Zufall
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„Hieb- und Stichaufgaben“: 

Wenn das Modell (mit seinen Voraussetzungen) 
angenommen wird, wie groß wäre dann die 
Wahrscheinlichkeit, in einer Packung 
• genau 5 rote Kugeln zu erhalten
• mindestens eine rote Kugel zu erhalten 

Zurück zur Realität: 

Wenn das Modell angenommen wird, welche 
Wahrscheinlichkeit haben dann die verschiedenen 
Anzahlen roter Kugeln in einer Packung?
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Aufgabe: 

Stellt anhand der Untersuchung einiger 
Schokolinsen-Packungen eine Prognose über 
die Häufigkeit der einzelnen Farben 
– insbesondere der roten Linsen – auf und 
überprüft Eure Prognose.

(Übergang zum Zufall)

Daten und Zufall

Markus Vogel, Heidelberg & Andreas Eichler, Freiburg Tübingen, 12.01.2012

Zurück zur Realität: 

Wenn das Modell angenommen wird, welche 
Wahrscheinlichkeit haben dann die verschiedenen Anzahlen 
roter Kugeln in einer Packung?

Informeller Hypothesentest:

Ab welcher Anzahl von roten Kugeln in einer Packung 
könnte/sollte man an dem Modell der Gleichbefüllung
zweifeln?
Welchen Fehler könnte man begehen?

Aufgabe: 

Stellt anhand der Untersuchung einiger 
Schokolinsen-Packungen eine Prognose über 
die Häufigkeit der einzelnen Farben 
– insbesondere der roten Linsen – auf und 
überprüft Eure Prognose.

(Übergang zum Zufall)

Daten und Zufall
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1. Datenanalyse
Farbverteilung beschreiben

2. Modell (“ist das immer so?“)
Statistische Wahrscheinlichkeit für die Farben

3. Wahrscheinlichkeitsrechnung
Was wäre, wenn das Modell angenommen wird, welche Prognose 
könnten man für … treffen (Arbeiten im Modell)

4. „Informelle“ Inferenz
Simulation des Modells. Welche Ereignisse sprechen gegen das 
Modell? Durchführen eines einzelnen Versuchs

5. Formelle Inferenz
Tests

Daten und Zufall

Markus Vogel, Heidelberg & Andreas Eichler, Freiburg Tübingen, 12.01.2012

Datenerhebung und Datenaufbereitung:

Leichter Papierfrosch
48; 18,5; 32; 51; 51; 17; 
54; 52; 41; 18;
18; 42; 13; 29; 42; 51; 
43; 37; 46; 27;
10; 34; 11; 15; 52; 47; 
57; 54; 10; 39

Schwerer Papierfrosch
41; 66; 59; 27; 36; 51; 
27; 34; 59; 33;
64; 72; 89; 42; 39; 56; 
85; 30; 46; 36;
129; 89; 32; 71; 42; 72; 
32; 35; 34; 89

Vorab:
Hypothesenbildung

und 

Vorbereitung einer 
sorgfältig geplanten 
und kontrollierten 
Datenerhebung

Ziel: „gute Daten“

Schwere Frösche: Arith. MIttel = 51,3cm, Median = 44cm
Leichte Frösche: Arith. Mittel = 35,3cm, Median = 40cm

„Ist das jetzt immer 
so?“

Daten und Zufall
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“Informelle Inferenz” –
händischer, dann computerbasierter Permutationstest

Originale Daten
Mittelwertdifferenz 16cm

Auseinander-
schneiden

Vermischen
Zufällig wiederzuordnen

� simulierte Daten
� Mittelwertdifferenz?

Das händische Tun vorab soll gewährleisten, dass die Schüler
wissen, was die Maschine (als Black box) prinizipiell tut.

Daten und Zufall

Markus Vogel, Heidelberg & Andreas Eichler, Freiburg Tübingen, 12.01.2012

Ergebnis:
Bei 1000 zufallsbasierten
Simulationen war die 
Mittelwertdifferenz nur 3 Mal 
höher oder gleich 16 cm. 

Interpretation:
Die Wahrscheinlichkeit, dass
die 16 cm des originalen
Datensatz rein zufallsbedingt
entstanden sind, ist sehr
gering. Also muss es eine
Ursache geben.

“Informelle Inferenz” –
händischer, dann computerbasierter Permutationstest

Daten und Zufall
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Stichprobe (PH Freiburg, Herbst 2010):
h(W) » P(W) = 0,711 (155weibliche 
Studierende bei 218 erhobenen Studierenden)

Überlegungen: 
• Sind das genau 71,1 %? Wäre P(W) = 0,76 

(offizielle Angabe) auch möglich? 
=> Simulation oder Berechnung mit 

p = 0,76 und n = 218
(rund 6%)

• Zu welchen tatsächlichen Anteilen hätte 
das empirische Ergebnis h(W) = 0,711 
noch gepasst?

=> Symmetr. Intervalle [p_u < h(W)<p_o]
begrenzt von Modellparametern zweier 
Binomialverteilungen, die H(W)=155 mit 
Wahrscheinlichkeit a überdecken.
(Konfidenzintervalle, Konfidenzniveau a ) 

Daten und Zufall

Markus Vogel, Heidelberg & Andreas Eichler, Freiburg Tübingen, 12.01.2012

Stichprobe (PH Freiburg, Herbst 2010):
h(W) » P(W) = 0,711 (155weibliche 
Studierende bei 218 erhobenen Studierenden)

Ermittlung des Konfidenzintervalls durch: 
• Simulation IK = [0,650;0,772]

• Berechnung IK = [0,651;0,772]

• Approximation (Normalverteilung)
IK = [0,651;0,771]

155 = 155
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Daten und Zufall
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Modellannahmen, Binomialmodell
(aus Daten werden Parameter 

geschätzt):
n=30, p=1/6

Empirische Daten
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Arbeiten im Modell

Prognose, Test

Durch die „Würfelbude“ hindurch gehen, Bsp. M&M:
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Validierung 
mit neuen Daten

Daten und Zufall

Markus Vogel, Heidelberg & Andreas Eichler, Freiburg Tübingen, 12.01.2012

Daten und Zufall
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1. Einstiegsbeispiel

2. Wieso, weshalb, warum

3. Daten und Zufall? Grundsätzliches und Konkretes

4. Aufgaben - Prozessbezogene Kompetenzen

• Modellieren

• Simulieren und Experimentieren

• Visualisieren und Rechnen

5. Ideen hinter den Aufgaben

6. Kooperationen

Gliederung

Markus Vogel, Heidelberg & Andreas Eichler, Freiburg Tübingen, 12.01.2012

Wer sucht, der findet

Aufgaben zur realen Realität 
(Probleme mathematisch lösen)

Aufgaben zu konstruierten realen Situationen 
(Probleme mathematisch lösen lernen)

Aufgaben zu konstruierten Situationen 
(Werkzeuge zum mathematischen

Problemlösen und ihre Handhabung 
kennenlernen)

Aufgaben
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Wer sucht, der findet – Prozessbezogene Kompetenzen

Aufgaben zur realen Realität 
(Probleme mathematisch lösen)

Modellieren

Aufgaben zu konstruierten realen Situationen 
(Probleme mathematisch lösen lernen)

Simulieren und Experimentieren

Aufgaben zu konstruierten Situationen 
(Werkzeuge zum mathematischen

Problemlösen und ihre Handhabung 
kennenlernen)

Rechnen und Visualisieren

Aufgaben

Markus Vogel, Heidelberg & Andreas Eichler, Freiburg Tübingen, 12.01.2012

Produktion:
„Eine Firma für elektronische Geräte stellt Transistoren her; sie 
weiß, dass im Durchschnitt 2% davon defekt sind. Wie groß ist 
die Wahrscheinlichkeit dafür, dass von den 20 Transistoren genau 
3 defekt sind?“

Produktion:
Eine Tankstelle hat gute und schlechte Kunden; sie weiß, dass im 
Durchschnitt 2% der Kunden, ohne zu bezahlen, davon fahren. 
Wie groß ist die Wahrscheinlichkeit dafür, dass von den 20
Kunden eines Tages genau 3 nicht bezahlen?“

Produktion:
Ein Schnellimbiss bezieht von einem Hersteller Hamburger; er 
weiß, dass im Durchschnitt 2% der Hamburger zwei statt einer 
Gurke als Belag haben. Wie groß ist die Wahrscheinlichkeit dafür, 
dass von den 20 verkauften Hamburgern in einer Stunde genau 3
mit einer Gurke belegt waren?“

Produktion:
Bla bla bla bla bla bla bla bla bla bla bla bla bla bla bla bla bla bla
im Durchschnitt 2% bla bla bla bla bla bla bla bla bla bla bla bla. 
Bla bla bla bla bla bla. Wie groß ist die Wahrscheinlichkeit dafür, 
dass von den 20 bla bla bla bla bla bla genau 3 bla bla bla bla bla
bla ?“

Text: irrelevant
Sachsituation: irrelevant
Daten: irrelevant
Modell Binomialverteilung, Zahlen: relevant
Rechner: eher irrelevant, Rechenknecht

Zeitgemäßes Modellieren mit der Binomialverteilung?

Aufgaben
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Realität Mathematik

Simulieren – Modellieren „im Schonraum“

Aufgaben

Markus Vogel, Heidelberg & Andreas Eichler, Freiburg Tübingen, 12.01.2012

Realität Mathematik

Daten

(der 
kassenärztlichen 

Bundesvereinigung 
zum Verdienst 

niedergelassener 
Ärzte)

Statistisches Modell

(Reduktion auf einen 
charakteristischen Wert:  

arithmetisches Mittel 
oder Quantil)

Ergebnis der Datenanalyse
Durchschnittliches Einkommen 

der Ärzte 82.000 Euro/Jahr
Ein Drittel der Ärzte verdient 

1.500 Euro/Monat

Interpretation der 
Datenanalyse

„Ärzte verdienen im Schnitt 
mehr als Professoren“ 

„Ein Drittel der Ärzte bangt um 
die Existenz“

Modellieren 

Aufgaben
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Modellieren 

Aufgaben

Markus Vogel, Heidelberg & Andreas Eichler, Freiburg Tübingen, 12.01.2012
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Wenn das logistische 
Modell passt, sollte sich 
eine lineare Struktur 
ergeben können. 

Modellieren 

Aufgaben
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Modellierungsgüte: Keine Residuen – das beste Modell? 

Körpergröße - Gewicht

y = 1,3107x - 166,26
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Körpergröße - Gewicht
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“Essentially, all models are wrong, but some are useful.” (Box & Draper, 1987)

Modellieren 
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1. Der standardisierte Weg

Regressionsgerade + Korrelationskoeffizient
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Weite2 =  0,415W eite1 +  73,8; r2 =  0,37
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Fragen beantworten statt Algorithmen abarbeiten – El ementarisierung (nicht 
Trivialisierung!)

Aufgaben



20

Markus Vogel, Heidelberg & Andreas Eichler, Freiburg Tübingen, 12.01.2012

1. Der standardisierte Weg

?

Regressionsgerade + Korrelationskoeffizient

Aufgaben
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2. Alternativer Weg

DatensammlungPunktwolkeAnpassungsgerade nach Augenmaß„Ausgezählter“ Korrelationskoeffizient
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Fragen beantworten statt Algorithmen abarbeiten – El ementarisierung (nicht 
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Aufgabe:
Die Spielleitung wählt 
verdeckt den normalen 
oder den 
quaderförmigen Würfel 
aus. Welcher ist es?

In der Würfelbude: Experimentieren 

1. Es fällt die Augenzahl x

Verarbeiten der Information (x) und 
Anwendung der Formel von Bayes führt 
zu Neubewertung

0. P(N) = P(Q) = 0,5

2. P(N|x) =
P(x|N) � P(N)

P(x|N) � P(N) + P(x|Q) � P(Q)
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Aufgabe: HIV

� Ist der 
Schnelltest schlecht?

� Könnte man nicht bei einem 
positiven Ergebnis gleich noch 
einen machen?

=> Unterschied zum Würfelbeispiel?

Raus aus der Würfelbude: Schlussfolgern 

Aufgaben
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In der Würfelbude: Visualisieren und Simulieren

Begriffsverständnis

Konfidenzintervall vs. Schwankungsintervall

Bei einem Schwankungsintervall ist p be-
kannt, die Grenzen des Intervalls sind fest 
und der Stichprobenanteil h=X/n ist eine 
Zufallsgröße. 

Bei einem Konfidenzintervall ist p 
unbekannt (aber keine Zufallsgröße), der 
Stichprobenanteil und dadurch bedingt die 
Intervallgrenzen sind Zufallsgrößen.

=> „Konfidenzintervall-Stapel“ simulieren 
und visualisieren mit p=1/6 (eigentlich 
unbekannt)

Aufgaben
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Aufgabe:
Verkehrszählung

Anzahl der VW

Raus aus der Würfelbude: Schätzen

Schätzung aus erhobenen Daten h(VW) » P(VW) 
385bei 1166 gezählten PKW in Braunschweig ergibt 33%. 

Sind das genau 33 %? Wäre P(VW) = 0,25 auch möglich?
• Hieb- und Stichaufgabe
• Simulation oder Berechnung mit: 

p = 0,25 und n = 1166

Konfidenzintervall (Approximation durch die 
Normalverteilung, 95%-Niveau): 0,303 < p < 0,357

Interpretation (!) – Simulationsunterstützung

Wann bzw. wo würde man an diesem 
Modell zweifeln?
• Niedersachsen: p » 0,35
• Deutschland: p » 0,20
Wie würde eine solche Zählung in 
Stuttgart, München oder Köln … enden? 
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1. Einstiegsbeispiel

2. Wieso, weshalb, warum

3. Daten und Zufall? Grundsätzliches und Konkretes

4. Aufgaben - Prozessbezogene Kompetenzen

• Modellieren

• Simulieren und Experimentieren

• Visualisieren und Rechnen

5. Ideen hinter den Aufgaben

6. Kooperationen

Gliederung
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Aspekte des statistischen Denkens (Pfannkuch/Wild, 1999)

1. Notwendigkeit von Daten

Daten als Grundlage für einen “guten” Erkenntnisgewinn

Ideen hinter den Aufgaben

„Ich habe schon immer 
gewusst, dass Ärzte zu 

viel verdienen!“

„Die armen Ärzte, das 
ist ein Skandal“

„Ahnungslosigkeit ist die 
Objektivität der schlichteren 

Gemüter“
(Harald Schmidt)

Markus Vogel, Heidelberg & Andreas Eichler, Freiburg Tübingen, 12.01.2012

2. Flexible Datendarstellungen

Unterschiedliche 
Darstellungen der 
Daten eröffnen 
unterschiedliche 
Perspektiven!

Vergleich relative Häufigkeiten
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Ideen hinter den Aufgaben
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3. Datenstreuung oder Variabilität!

Messungen von Objekten unterscheiden sich! Nicht Uniformität, 
sondern Variabilität ist Gegenstand stochastischen Denkens.

frosch_gruen
10 20 30 40 50 60 70 80

frosch Punktdiagramm

Ideen hinter den Aufgaben

Markus Vogel, Heidelberg & Andreas Eichler, Freiburg Tübingen, 12.01.2012

4. Struktursuche, Mustererkennung, Musterbeschreibung

Ideen hinter den Aufgaben

Daten = Funktion + Residuen

Daten = Trend + Zufall

ist ein Konstrukt, um mit der Variabilität der Daten (erklärte und 
nicht-erklärte) fertig zu werden.
z. B.:
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5. Zusammenhang von Zahl und Kontext

54=x
Im Durchschnitt passieren 54 
Kunden pro Stunde die Kasse 
1 in dem beobachten 
Supermarkt. Das sind … pro 
Jahr, woraus sich ein Umsatz 
von … ergibt.

Ideen hinter den Aufgaben
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Spezifizierung und Öffnung von didaktischen Lehrver anstaltungen 

Kooperationen
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http://www.math.uni-heidelberg.de/fakultaet/2011/
Modulhandbuch_LA_20-7-11.pdf

Auszug aus dem Modulhandbuch:

Kooperationen
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Tag der Mathematik Heidelberg

Der Tag der Mathematik 
richtet sich an alle 
Schülerinnen und Schüler 
von Klasse 5-13. Das 
Programm beinhaltet unter 
anderem Vorträge, 
Teamwettbewerbe, einen 
Mathematik-Parcours und 
Bastelaufgaben. Der Tag der 
Mathematik wird seit 2008, 
dem Jahr der Mathematik, 
vom Hector Seminar 
finanziell unterstützt und in 
Kooperation der Fakultät für 
Mathematik und Informatik 
der Universität Heidelberg 
und dem Institut für 
Mathematik und Informatik 
der Pädagogischen 
Hochschule Heidelberg 
vorbereitet und durchgeführt. 

Kooperationen
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www.leitideedatenundzufall.de

Vielen Dank 
für Ihre Aufmerksamkeit!

Kooperationen


