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ZUSATZAUFGABE 1 (Primzahlen)
Wiederhole im Skript oder diskutiere in Kleingruppen.
(i) Was ist eine Primzahl? Welche Charakterisierungen oder Definitionen kennst Du?
(ii) Was ist eine Primfaktorzerlegung?
(iii) Hattest Du Lust, in einer miindlichen Priufung die Primfaktorzerlegung von 2013 auszurech-

nen? Begriinde Deine Antwort.

ZUSATZAUFGABE 2 (Teilerfremde Zahlen)

EsseienameZ teilerfrem Finde moglichst viele Aussagen aus der Vorlesungen und den Ubun-
gen, die unter dieser Voraussetzung gelten.

Tipp: Was weifit Du iiber die Primfaktorzerlegung dieser Zahlen? Welche Teilbarkeitsaussagen kannst Du
schliefSen? Welche Eigenschaften haben lineare Diophantische Gleichungen mit diesen Zahlen? Welche
Eigenschaften haben Restklassen beziiglich dieser Zahlen? Welche Rechenregeln gelten fiir Kongruenzglei-
chungen? Was gilt hier fiir die Eulersche @-Funktion? etc.

ZUSATZAUFGABE 3 (Teiler und Vielfache)

(i) Wiederhole die Definition der Mengen M(z) und T'(z) fiir eine ganze Zahle z € Z.

(ii) Gebe jeweils beispielhaft einige Zahlen an, die in den folgenden Mengen enthalten sind:

(iii) Wie ist fiir zwei ganze Zahlen x,y € Z auf Basis obiger Mengen ggT(x,y) und kgV(x,y) defi-
niert?

(iv) Was ist ggT(6,9)? Was ist kgV(6,9)?
ZUSATZAUFGABE 4 (Primfaktorzerlegung)
Es seien x,y € Z ganze Zahlen und x =[], P sowie y = ]_[ppkl’(y) die Primfaktorzerlegungen von
x,.
(i) Formuliere die Aussage x = y mit Hilfe der Exponenten der Primfaktorzerlegungen.
(ii) Formuliere die Aussage x | y mit Hilfe der Exponenten der Primfaktorzerlegungen.

)

)
(iii) Definiere ggT(x,y) mit Hilfe der Primfaktorzerlegungen von x, p.
(iv) Definiere kgV(x,v) mit Hilfe der Primfaktorzerlegungen von x, p.
)

(v) Beweise: Es gilt ggT(x,v) -kgV(x,y) =x-v.

ZUSATZAUFGABE 5 (Losungsmengen linearer Diophantischer Gleichungen)
Es sei die Gleichung a- X +b-Y = ¢ fir ganze Zahlen a,b,c € Z mit ¢ # 0 gegeben. Es sei (x(,y¢) eine
(spezielle) Losung dieser Gleichung.

(i) Wie lauten die allgemeinen Losungen dieser Gleichung?

(ii) Wie lauten die allgemeinen Losungen dieser Gleichung, falls ggT(a,b) = 1? Wie im Falle
ggT(a,b) =a?

1Zur Erinnerung: Wir nennen zwei Zahlen a,m € Z teilerfremd, falls ggT(a,m) = 1.



(iii) Die Gleichung laute nun 20-X +56-Y = 32. Eine spezielle Losung ist xy = —8; 9 = 24 und es
gilt ggT(20,56) = 4. Wie lauten die allgemeinen Losungen dieser Gleichung? Gebe drei weitere
spezielle Losungen an.

ZUSATZAUFGABE 6 (Euklischer und Erweiterter Euklidischer Algorithmus)
Fihre fiir die unten gegebenen Zahlen a,b € Z den Euklidischen und den Erweiterten Euklidischen
Algorithmus zur Berechnung von ggT(a, b) sowie von x,y € Z mit ggT(a,b) =a-x+b-y durch.
(i) Fir a=20und b = 56.
(ii) Fir a =56 und b = 20.
(iii) Fir a =-20 und b = 56.
(iv) Fira =20 und b = -56
(v) Fira=-20und b = -
ZUSATZAUFGABE 7 (Kongruenzen, Kongruenzklassen und Vertreter)

Es sei 0 # m € Z. Fur zwei weitere Zahlen a,b € Z ist die Kongruenz (a =b mod m) definiert tiber
die Bedingung m | (a—b).

(i) Priife fir m = 5 mit obigem Kriterium nach, ob Kongruenzen (a =b mod 5) fiir die folgenden
Zahlen erfillt sind oder nicht.

a=12,b=7; a=13,b=28; a=24,b=12;
a=12,b=17; a=13,b=20; a=24b=734;
a=2,b=-18; a=2,b=-3; a=2,b=-
a=-8,b=2; a=-9b=11; a=-7,b=13;
a=-8,b=-3; a=-12,b=-4; a=-4,b=—

(ii) Zeige: (a=0 mod m) gdw. (m | a)

(iii) Zeige: (0 =b mod m) gdw. (m | D)

(iv) Schreibe obige Kongruenzen (oder einige davon) in der Schreibweis fiir Kongruenzklassen
[l5=11ls

(v) Zeige: (a=b mod m) gdw. (a und b lassen beim Teilen durch m den gleichen Rest.)

ZUSATZAUFGABE 8 (Rechenregeln fiir Kongruenzklassen)

Es seien a,b,c,d, k,m,r € Z mit m,d = 0 und n € IN. Mache Dir bewusst, warum die folgenden
Rechenregeln in Z,, gelten und realisiere sie an einem Beispiel Deiner Wahl. Uberfiihre die Regeln
(wo noch nicht geschehen) in die Schreibweise fiir Kongruenzklassen.

(i) a=a mod m bzw. [a],, = [a)m
(i) (a=b mod m)= (a=b mod m) bzw. ([alm = [b)m) = ([b)m = [a] )
(iii) (¢=b mod m)und (b=c¢ mod m)= (a=c mod m)
(iv) (a=b modm)und (c=d modm)= (a+c=b+d mod m)
(v) (a=b modm)und (c=d modm)=(a—c=b-d mod m)
(vi) (a=b modm)= (a+xc=b+c modm)
(vii) (a=b modm)und (c=d modm)= (a-c=b-d mod m)
(viii) (a=b modm)= (a-c=b-c mod m)
(ix) (a=b mod m)= (a" =b" mod m)
(x) (a=k-m+r modm)= (a=r mod m)
(xi) (a=b mod m)und (ggT(d,m)=1)und (d|a,b) = (5= % mod m)



